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Podstawowe drgania napiętej prawie kołowej płyty 
Основные колебания почти круговой напряженной пластины 


Principal Vibrations of the Nearly-Circular Strained Plate 


Wpływem niewielkich zmian kształtu brzegu na drgania membrany 
kołowej zajmował się już Lord Rayleigh [1]. Rozważano podobne 
zagadnienie dla membrany pierścieniowej i dla falowodów [2, 3]. Rozwią- 
zano także ten problem dla prawie kołowej płyty, nie poddanej dzia- 
łaniu sił stycznych [4]. 

W tej pracy zbadano wpływ kształtu brzegu na drgania płyty 
poddanej izotropowym napięciom w płaszczyznach równoległych do po- 
wierzchni płyty. Obliczono podstawową częstość drgań i odkształcenie 
naciągniętej lub ściśniętej płyty prawie kołowej. 

Rozważmy poprzeczne drgania płyty leżącej na płaszczyźnie z=0 
i zamocowanej na brzegu. 

Równanie drgań takiej płyty jest następujące [5]: 


hE we. PRL (U aage l 
099) ““ w E E 08 (1) 


gdzie h oznacza grubość płyty, d — jej gęstość, Е — ugięcie, Е jest 
modułem Younga, о — współczynnikiem Poissona, о.з oznacza dwuwy- 
miarowy tensor napięć, A zaś dwuwymiarowy operator Laplace'a. 

Przy izotropowym rozciąganiu lub ściskaniu płyty siłami przyłożo- 
nymi do jej brzegu tensor napięć można zapisać następująco: 


О Теа (2) 


gdzie T oznacza wartość napięcia przyłożonego do brzegu płyty, „zaś 
d'ap — tensor napięć wywołany ugięciem Р płyty. Przy małych ugięciach 
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(|5| < Rh), można pominąć wobec T i równanie drgań przyjmie 
postać: 
12T(1 — 9°) 
ЋЕ 
Płytę możemy teraz traktować jako powierzchnię dwuwymiarową. Przy 
skrajnie dużych napięciach T można także pominąć wyraz pierwszy 
w równaniu (3), które po takim uproszczeniu opisywać będzie drgania 
membrany. Z uproszczenia tego korzystać nie będziemy. 
Rozwiązania szukamy w postaci: 


= о(х,у)е““ (4) 


Podstawiając wyrażenie (4) do (3) otrzymamy po prostych przekształce- 
niach następujące równanie na funkcję v (x, y): 


(4 +4 (о) (A a. 1)) в=0 (5) 


RZ) 9%€ 


4% — : 
RE д 


A+ ad =0 (3) 


gdzie 


a үй jo | (6) 


№, = e. RE (r+ Vre 31= 


Funkcja о (2, у) musi spełniać zwykłe dla zamocowanej PYY warunki 
brzegowe: 


v 
= 7 
gao (7) 


gdzie C jest brzegiem płyty, zaś v normalną do C leżącą w płaszczyźnie 
ZEW 
Równanie (5) spełniają funkcje następujące: 


Л, (Ат) e oraz Л. ле" (8) 


gdzie n jest liczbą całkowitą, а J, (x) są funkcjami Bessela rzędu п. 
Dla płyty kołowej o promieniu R, podstawowym rozwiązaniem rów- 


nania (5) przy warunkach (7) jest: + 
те(т) = I'o(k,R) Jo(k,r) — J'o(k;R) Io(kyr) (9) 
Oznaczyliśmy: 
К, = ^, (во), ką =. (во), То(Кат) = Jolkər) 


gdzie w, jest podstawową częstością drgań płyty, tzn. najmniejszym 
dodatnim pierwiastkiem równania: 

vo (R)=0 (10) 

Isteresujące jest, jak zmieni się k;, a więc i podstawowa częstość 

drgań płyty w,, a także funkcja vo (r), opisująca wychylenie płyty, gdy 
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brzeg płyty ulegnie niewielkiemu odkształceniu: Zagadnienie to spro- 
wadza się do poszukiwania "podstawowego rozwiązania równania (5) 
przy warunkach (7) danych na krzywej С o równaniu: 


т= т, =1-р($) (11) 
przy czym z 
эр др 
<1 | <1 
|0(@) | i 9% 
Funkcję o (Ф) przedstawimy w postaci szeregu: 
0) = ao +2 У (а, cos ne Бъ, sin nę | (12) 


Rozwiązania równania (5) dla obszaru r (p) < 1+0 (9) szukamy w postaci: 
v = %o(kr) — р(Кт, Ф) — а(Кт, Ф) (13) 


р(т, Ф) = F J„(r) (A, cos nọ + В, sin nę) RA 1„(r) (с, cos nę + D, sin nę) (14) 
т=0 n=0 


q(r.p) = 3! (т) (A, cos nę -++ В, sin nę) + Уе (с, cos no + D, sin nę) (14) 
т=0 n=0 


ЕР (15)‏ کت 
k=1(0) =k, + (1-1) р (16)‏ 
kr, =k, + al + k,p + al' BO? ++ alp (17)‏ 


gdzie l, An, Bn, Cn, Dn są, tak jak о (p) wielkościami małymi rzędu pierw- 
szego, zaś Г, А’, В’, Cn; О’, — małymi rzędu drugiego, a, В — współ- 
czynniki rzędu jedności. 

Z warunków brzegowych (7) wynikają następujące związki: 


vj = Фо(К1) Hal k,p al + 822-4 alp)v,(k,) + 5 (al к,0)?оо(к;) — 


—pl(k,9) — (al -+ Күр) p, (КФ) — 9 (К.Ф) = 0 (18) 


= с =v (Ку) + (al | кр al 4 81° ++ alp)v (Ку) - za + kp) э (К) = 


— p, (kr) — (al + Кр) p, (k9) — q,(kr9) = 0. (19) 
gdzie 
p,(k1.7) = SECA 1 podobnie wyraża się qr. 


т=К1 
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Wobec tego, że: 


Vo(k,) =, (k) = 0 (20) 
wyrazy rzędu pierwszego w (18) i (19) dają: 
p (kp) = 0 
(al -- кур)ъ (Ку) — p,(k+.9) = 0 (21) 


Z ostatniego otrzymujemy na 4 к $) następujące wyrażenie: 


p(r,9) = wo(k,) + 2Кү® (К, ) $ 


ar 4 (a, sos nę + b, sin nę) i «l = — К,ао (22) 


gdzie (т) = J (r) I„(k;) — I„(r) ЈК.) 
Wyrazy rzędu drugiego w (18) i (19) ро uśrednieniu względem Ф dają 
związki: 

к мк) У (е + B2) + [, (DA + 1,(k,) C;] = 0 (23) 


(а Ме — ка) ъ (k) + №" (k) У (aż + b2) — 
n=l 


— 2k? 0" (К) 23 ) (aż +65) — [J, (ks) АТ) С,|=0 (24) 


= ) 
Z równań (20) wynika, że: 


J GEJA -ЕТДК) С. — L КУ. [e (k) 4,1,0) С] = 
9." pot (k б = 2 
=k o 0 6) > (a n) (25) 


Zatem z równości (24) mamy: 


al - В? = ka} — kè- kiej PCE ў = T5 la 5-82) — 


а АЯ 
T 26 
лк) aa T 5 an 
Funkcje I, (x) i I, (x) spełniają równanie Bessela: 


Ја) +Û (e) +30 =0 


(e) + (a+ оа) = 0 


Podstawowe drgania napiętej prawie kołowej płyty 95 


(x) 


оо К) 1 ЈК) 


gdzie 


Wobec tego mamy: 


volk) Кк, Jok) (27) 
у= КП —1 т j (28) 
i stąd 
al' + Bl =k [а -> (Po + P,) (aż +0, | (29) 
gdzie . 
Po=1+ zh ) (30) 


jest wartością stałą, zależną tylko od własności sprężystych płyty, zaś 
współczynniki P,, n z 1, zmieniają się wraz z п według wzoru: 

ИЕ) 1,0) |: 
к) 


Fa чы кк) R 


n ki 
Ze wzorów (16), (22) i (29) otrzymujemy poszukiwane wyrażenie na 
k= 1, (о), określające podstawową częstość drgań płyty: 


к-ка У (P, +P,) (а +) (2) 


Odkształcenie płyty z dokładnością do małych rzędu pierwszego wyraża 
się wzorem: 

У (r, Фф) = vo (т) — p (r, Ф) 
gdzie о, (r) dane jest związkiem (9), a p(r,Q) — związkiem (22). Poka- 
żemy w końcu, że współczynniki Р„ ze wzoru (32) spełniają następującą 
nierówność: 


ик 
P,< BE CES (33) 
Z teorii funkcji Bessela [6] wiadomo, że 
TAE) n = £ 
JA E а 9 
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oraz : 
У = ду 
v= 4(n + 1) 
gdzie 
<) < дә » £ Жыр 


oznaczają dodatnie pierwiastki równania J, (х)=0. 
Wyrażenie 
g = Til) _ M) 
"” Jak) 1) 
możemy przedstawić następująco: 


= 21k, 2k, 
= a= a a |= Җо (LT 
w РЕ (= ARN Ag z) | 24%.) E 
gdzie 
А K+ ا‎ кк? (ki k? p К?) 2 
C 1 (leć Инь je, EET IA 
‚ Stąd i ze wzoru (34) wynika, że zachodzi nierówność: . 
k,kż 1 


9.22 kł=k? n+1 


Zatem słuszna jest nierówność: 


ев ki — ką 
co należało udowodnić. 
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РЕЗЮМЕ 


В этой работе рассматривается влияние формы края на колебания 
почти круговой пластины, подвергнутой изотропическим напряже- 
ниям, действующим параллельно поверхности пластины. Проблема 
сводится к нахождению решений двухмерного уравнения (3) при 
краевых условиях (7) на кривой (11). Найдена основная частота и де- 
формации такой напряженной пластины. 


SUMMARY 


The influence of the edge shape on the vibrations of a nearly circular, 
isotropically strained plate was investigated. The problem consists in 
solving the two-dimensional equation (3) at boundary conditions (7) 


on a curve (11). The basic frequency of vibrations and the distorsion 
of strained plate wre found. 
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